Lektion 8: Berechnung der Nullstellen von Funktione

Wie bereits in Lektion 7 definiert handelt es sbi#i den Nullstellen einer Funktion um ihre
Schnittstellen mit der x-Achse, also die x-Koordéama an denen y = 0 gilt.
Wie aber werden solche Nullstellen berechnet?

1) Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Bei der Untersuchung ganzrationaler Funktionen iatg Nullstellen kann man sich am
Fundamentalsatz der Algebra orientieren, d.h. bsrge mehr Nullstellen, als der Grad der
ganzrationalen Funktion angibt.

1.1) Nullstellen linearer Funktionen:
Die Funktionsgleichung der linearen Funktion laal&iemein f(x) = mx + b.

Wird diese 0 gesetzt, erhdlt man: mx+b =0 ax=-b <=> x :—B.
m

Wir sehen: Jede lineare Funktion enthalt genau@mideutig berechenbare Nullstelle.

1.2) Nullstellen quadratischer Funktionen:
Die Funktionsgleichung der quadratischen Funktnédt allgemein: f(x) = &+ bx + c.
Wird diese 0 gesetzt, gibt es grundsatzlich drescldedene Mdglichkeiten:

a) ¢ = 0: In diesem Fall gilt: &+ bx =0 <=> x(@ax+b)=0<=>;%x0 V %= —E.
a

Hier kommt zur Anwendung, dass ein Produkt genaun dawird, wenn einer der Faktoren O
ist. Da wir x ausklammern kdnnen, bekommen wir @afache Weise ein Produkt, bei dem
der erste Faktor eben gerade dieses X ist.

Diese Variante der quadratischen Funktion hat imgesrau zwei Nullstellen, von denen
immer eine 0 ist.

b) b = 0: In diesem Fall gilt: &+ c =0 <=> aX=-c <=> %= -2 <=> x,= t,/—g.
a a

Wenn der Radikanel-E > 0 ist, gibt es demnach zwei Lésungen, ist eedeg < 0, hat die
a

guadratische Funktion keine Nullstelle, da die Qatmurzel aus einem negativen
Radikanden im Reellen nicht gezogen werden kanndidsem Fall ist der Graph der
guadratischen Funktion entweder eine nach oberfrggéfParabel, die komplett oberhalb der
x-Achse verlauft, oder eine nach unten gedffnetalitd, deren Graph komplett unterhalb der
x-Achse verlauft.

c) Der allgemeine Fall:aX + bx + ¢ = 0 <=> %+ Ex +& = 0. Wenn wir an dieser Stelle

a a

den Quotienteng durch p ersetzen und den Quotient%ndurch g, bekommen wir eine
a a

guadratische Gleichung in ihridiormalform

2 2
x2+px+q:O <=> §(+px:-q <=> %+px+(zpj :(Epj -q

(Hier wurde diequadratische Erganzungddiert)
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Diese Form der Lésung einer quadratischen Gleicharder Normalform ist dakdsen mit
Hilfe der quadratischen Erganzungallgemein wie oben durchgerechnet fiihrt diese
Losungsvariante zump-g-Formel zur Losung einer quadratischen Gleichuimg ihrer
Normalform

2
Hier hangt nun die Anzahl der Lésungen offensichtirom RadikandeGEpj - q ab. Dieser

Radikand wird in diesem besonderen Fall auch Miskriminante der quadratischen
Gleichung (D)genannt. Ist D < 0, gibt es keine Ldsung, ist D, gibt es eine Lésung und fir
D > 0 zwei Losungen.

Der Fall einer Losung, also nur einer Nullstelle daadratischen Funktion, entspricht der
Lage desScheitelpunkteauf der x-Achse.

1.3) Nullstellen ganzrationaler Funktionen hohererGrades:
Zunachst sollen wieder einige Spezialfélle betretchwerden:

a) Funktionen, bei denen x-Potenzen ausgeklammertanden kdnnen:

Solche Funktionen sind von der Art f(x) mx&+ a.x"* + ... + ax" und es kann in der
Gleichung &" + a.x"*+ ... + ax" = 0 X ausgeklammert werden:

X' (@X" +a.xX" T+ .+ =0 <=> %X=0 V ax"+a.x""+...+a=0.

Diese Gleichung hat zunachst einmal die r-facheubhgs(also die r-fache Nullstelle der
Funktion) %. .= 0 und als weitere Nullstellen die Losungen diEichung

ax""+ a.x" "+ ... + a= 0. Ist diese Gleichung z.B. quadratisch, fat Berechnung der
weiteren Losungen leicht (s.0.).

Beispiel: f(x) =2X - 8¢ +6xX' =0 <=> X (2X¥—-8x +6) =0
<=> X =0V2¢—-8x+6=0 <=> %,3=0VX¥—-4x+3=0
<=> X123= 0V X5=224/4-3 <=> X23=0VXy=1VXx=3.

b) Funktionen, bei denen eine Substitution méglichst:

Das sind Funktionen der Form f(x) =%ax bX + c. Wird hier der Funktionsterm Null
gesetzt, kann "xz.B. durch z substituiert werden: ?az bz + ¢ = 0, man erhélt also eine
guadratische Gleichung, die einfach durch die mpa¥fel (s.0.) gelést werden kann. Eine
anschlieRende Riicksubstitution z"=urd ziehen der r-ten Wurzel aus den Losungen aus d
p-g-Formel ergibt die Losungen. Zu beachten isedalass bei geradem r jeweils die positive
als auch die negative r-te Wurzel Losungen sind.

Beispiel: f(x) =28 8¢ +6 =0 <=> &—4¥X+ 6 =0 / Substitution: setz& x z, dann
folgt: Z -4z +6 =0 <=> (...) <=>,Z 1V =3 / Riicksubstitution: setze z % dann

folgt X*=1V ¥ =3 <=> x=-¥1=-1Ve=N=1Vx=-43 Vx, =43

c) Funktionen in Linearfaktorzerlegung: Hier kdnnen die Losungen praktisch ,abgelesen”
werden: f(x) =(x—a) (Xx—-b) (x-=c)...=0 <zx—a=0 V x-b=0V x-c=0V ..
<=>x=aV %=bVx=cV ..

d) Funktionen, bei denen keiner der Falle a) — c)urifft: Wir haben also ganz allgemein

eine ganzrationale Funktion der Form f(x) X"a+ a..x"*+ ... +ax + & vorliegen. Sollte
eine solche Funktion Gberhaupt ganzzahlige Nulistéhaben, so sind diese stets Teiler des
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Absolutgliedesa. Diese Erkenntnis erdffnet eine Losungsmoglichkeitr konnen alle
positiven und negativen ganzzahligen Teiler vpdaauf untersuchen, ob sie Nullstellen von
f(x) sind, d.h. wir suchen Nullstellen ,durch Pret@n®“.

Angenommen, wir haben b als Nullstelle durch Pn@ieentdeckt. In diesem Fall kann die
Funktion durch den Linearfaktor (x — b) geteilt den, wie der Fall c) zeigt. D.h. es gibt eine
ganzrationale Funktion g(x), die im Grad um 1 nigelrist als f(x) und fur die gilt:

f(x) = (x = b) * g(x) <=> f(X) : (x — b) = g(xIm nun g(x) zu berechnen, kann entweder eine
Polynomdivision durchgefuhrt werden oder aber dsner-Schemaangewendet werden.
Beide Verfahren sollen hier vorgestellt werden.

d.1) Die Polynomdivision

Allgemein lasst sich das Verfahren so erlautermagist missen beide Polynome, also das,
das geteilt wird, und auch das, durch das getaitt,mach der Grol3e der Variablenpotenzen
angeordnet werden, die gréf3te Potenz zuerst. Nolyen drei Rechenschritte:

1) Die hochste Variablenpotenz des zu teilendegridohs wird durch die hochste Potenz des
Polynoms, durch das geteilt wird, mitsamt den \Wktdeen dividiert und das Ergebnis rechts
neben dem Gleichheitszeichen notiert.

3) Das bei 2) erhaltene Polynom wird vom oberentrabiert und die Differenz darunter
notiert.

Mit dieser Differenz wird nun wieder bei 1) weigerechnet, bis schliel3lich der Grad des zu
teilenden Polynoms kleiner ist als der Grad degriRohs, durch das geteilt wird.

Speziell ist das Polynom, durch das geteilt wind,Halle der Nullstelle b der Linearfaktor (x
—b), d.h. unter 1) wird stets nur durch x geteilt.

Beispiel: Die Nullstellen von f(x) = 2— 8% — 2x + 20 sollen berechnet werden. Das
Absolutglied ist 20, seine Teilermenge isb ¥ {-1; 1; -2; 2; -4; 4, -5; 5; -10; 10; -20; 20},
d.h. alle diese ganzen Zahlen kommen als moglichéstdllen von f(x) in Frage. Wir
untersuchen, angefangen mit der am leichtestenus#tzenden Zahl 1, welche davon
tatsachlich Nullstelle ist und finden ,durch Prakeie’ x; = 2, d.h. f(x) kann durch den
Linearfaktor (x — 2) geteilt werden. Dieses geslchmittels Polynomdivision:

(2 = 8¢ —2x + 20) : k — 2) =2¢ — 4x — 10

Aus dieser Polynomdivision folgt nun: f(x) =2x 8% — 2x + 20 = (x — 2)(%- 4x — 10).

Bei der Rechnung handelt es sich immer um &nasion mit einem Rester nicht mehr
weiter geteilt werden kann. Bei der Polynomdivisidarch einen Linearfaktor (x — a)
entspricht der Rest genau dem Funktionswert vopdfx der Stelle a, also im Falle einer
Nullstelle ist der Rest O.
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Um nun weitere Nullstellen zu berechnen, muss miehzweite Faktor gleich 0 gesetzt
werden, da gilt: (x — 2)(Px 4x —10) <=> x—2=0 V 3% 4x-10=0.

2
2x°—4x—-10=0 <=>%-2x-5=0 <:>x2,3=—721 /(72) -(-5) = 1++/6.

Insgesamt hat f(x) also die Nullstellen; x 2; % = 1-/6; x5 = 1+/6 und es folgt die
vollstandige Zerlegung von f(x) in Linearfaktorern dabei darf nicht der Faktor 2 vergessen
werden, da beim Losen der quadratischen Gleichunthd® geteilt worden ist:

f(x) = 25 — 8% — 2x + 20 = 2(x — 2)(x-}1/6 )(x-1+/6 ).
Anmerkung: Der Zerlegungssatz fir eine ganzrationale Funktio

Wir haben gelernt, dass sich eine Funktion in Lifsdoren zerlegen lasst, wenn ihre
Nullstellen gefunden worden sind. Tatsachlich I&ssh jede ganzrationale Funktion durch
Polynomdivision durch einen Linearfaktor (x — ajlegen, auch wenn a keine Nullstelle ist.
Dabei muss lediglich der ,Rest” f(a) beachtet ward2ann gilt:

f(x) = (x — a) *f(x) + f(a) <=> f(x) : (x —a) =Lx) + ;(Ta;

In diesemZerlegungssatbedeutet{x) das Ergebnis der Polynomdivision.

Die Polynomdivision kann immer eingesetzt werddsp auch, wenn nicht wie im Falle der
Nullstellensuche ,nur* durch einen Linearfaktor{xa) geteilt werden muss. Das bedeutet,

die Polynomdivision ,funktioniert auch so: f(x) g(x) = fye(X) + % wobei R(X)
(X

wiederum den Rest meint, der nicht weiter durch) gf&teilt werden kann. Dabei muss

lediglich gelten: Grad(f(x)e Grad(g(x)).

Nun wird so lange geteilt, bis gilt: Grad(R(x)) «a@(g(x)).

Beispiel:

(4 — 28 + X2 +5x—1): (28 + 3x +2) = 2%k — 4x + 4,5
- (4% + 6 + 4X)

 BR-3@+5x-1
- (- 8% —12¥ — 8x)

9%+ 13x — 1
- (9% + 13,5x + 9)

Das bedeutet es gilt:
4 . -0,5x-10
@' =20 + X +5x—1): 2R+ 3x +2) = 2R —4x + 45 +———
2X°+3X+2
Zerlegung: 4%—2X + X%+ 5x — 1 = (2% + 3x + 2)( 2% — 4x + 4,5) — 0,5x — 10.

und damit die
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d.2) Das Horner-Schema

Im oberen Beispiel hatten wir einen allgemeinen kahnen gelernt, in dem ein beliebiges
Polynom durch ein anderes beliebiges Polynom rgeden Grades geteilt wurde. Bel
Division speziell durch einen Linearfaktor (x —ia) jedoch die Anwendung des Horner-
Schemas der wesentlich einfachere und schnellerg. Vbabei muss Uberhaupt nicht
verstanden werden, warum dieses Schema funktipsiendern aufgrund der Einfachheit in
der Anwendung gonnen wir uns einfach den Luxussdi€&unktionalitat wohlwollend
hinzunehmen.

Das Horner-Schema besteht aus drei Zeilen. In derem Zeile stehen nebeneinander alle
Vorfaktoren des zu teilenden Polynoms; dabei isthiiy zu beachten, dass eine Null (,0%)
einzutragen ist, falls eine Variablenpotenz nichtHolynom vorkommit.

Bsp.: filr f(x) = 3% — 4x + 1 trage in die 1. Zeileein: 3 0 -4 1

Die 2. Zeile beginnt mit einer Null (,0). In dieritte Zeile wird in jeder Spalte die Summe
aus erster und zweiter Zeile eingetragen. Diesensaimat mit dem ,a" des Linearfaktors (x —
a), durch den geteilt wird, zu multiplizieren unésks Produkt jeweils in die nachste Spalte
und zweite Zeile einzutragen. Wenn wir so vorgelehalten wir in der letzten Spalte und
dritten Zeile den Funktionswert f(a), die Ubrigeahlen der 3. Zeile bilden die Vorfaktoren
des Polynoms, das wir nach der Division erhalten.

Beispiel: Oben sollte f(x) = 2k— 8¢ — 2x + 20 durch den Linearfaktor (x — 2) geteilt
werden. Wir wenden das Horner-Schema an:

(a=2) 2 -4 -10 (0)=>f(2) =0

Aus der 3. Zeile folgt:{x) = 2)X¢ — 4x — 10, wir erhalten also (klar!) das gleichgdbnis wie
oben durch die Polynomdivision, nur erheblich kortebler.

Da wir mittels des Horner-Schemas auch immer damktfanswert f(a) bekommen, eignet
dieses sich auch zur sehr einfachen Funktionswemgebnung, beispielsweise auf der Suche
nach einer Nullstelle ,durch Probieren®. Vorteilirdrdurch Anwendung des Horner-Schemas
»probiert”, ist man anschliel3end auch schon fertig!

2) Nullstellen nicht ganzrationaler Funktionen

Dieses Kapitel umfasst die Berechnung der Nullstelbeliebiger nicht-ganzrationaler

Funktionen. Hierbei handelt es sich um gebrochénfale und nicht-rationale Funktionen,

letztere kdnnen trigonometrische, Wurzel-, Expoianund Logarithmusfunktionen sein.

Diese Aufzahlung klingt komplizierter, als sie eagech ist, denn tatséchlich machen bei der
Nullstellenberechnung die ganzrationalen Funktiodenmeisten Probleme, wie wir gleich

sehen werden.
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2.1) Nullstellen gebrochen rationaler Funktionen

Bei den gebrochen rationalen Funktionen handekigs um Funktionen vom Typ f(x) =

z(X)

W’ wobei z(x) und n(x) fur sich betrachtet wiederganzrational sind. Da ein Bruch nur

dann O sein kann, wenn der Zahler O ist, missendemnach lediglich die ganzrationale

Funktion z(x) = 0 setzen und eine der Rechnungeohdithren, wie sie unter 1) beschrieben
worden sind. Allerdings gilt es, noch eine kleir8zhikane” zu beachten: das Nennerpolynom
n(x) konnte ebenfalls 0 werden! Da in diesem Fallbetenerweise eine Division durch 0

erfolgen wuirde, welche nicht definiert ist, nennemr diese Nennernullstellen auch

Definitionslicken der Funktion f(x).

Haben wir eine Definitionslicke gefunden, die dheigeitig Nullstelle ist, handelt es sich um
eine ,hebbare Licke". Bsp.: sei h sowohl Nullstelle der Zahlerfunktiats auch der
Nennerfunktion, d.h. gelte: z(h) = n(h) = 0. Daisst sich, wie wir oben gesehen haben,
sowohl im Z&hler als auch im Nenner der Linearfakkxo— h) mittels Polynomdivision bzw.
Horner-Schema abspalten und wir erhalten:

f0 =20 - (=3 (3

n(® (x-H-n(3
durch den Linearfaktor (x — h) gekurzt werden kashern ist auch so, aber eben nicht an der
Stelle x = h! Denn gerade an dieser Definitionséiidarf im eigentlichen Sinne nicht durch
diesen Linearfaktor geklrzt werden, weil er danrl Mird und durch Null nicht gekirzt
werden kann, denn das wiurde eine nicht definienesion durch Null bedeuten.

Z(X) - (X_h).Z’]( )9 - %( *: f*(x)'

n(x) (x=h-n(3 RlX
Glucklicherweise hat eine hebbare Liicke jedoch neide besondere Eigenschaft: an der
Stelle x = h existiert fir den Funktionswert eire@zwert, es gilt namlich:

Iim (f(x)): f'(h). Das bedeutet: zwar ist die Funktion gerade anSdele x = h nicht
x-h

. Hier kénnte sofort angenommen werden, dass deel8ruch

Das heil3t nun aber: fur alle Steller h ist f(x) =

definiert, aber es fehlt gewissermal3en ,nur einkPum Graphen der Funktion. Und genau
dieser Punkt kann durch (H#)) erganzt werden, wodurch f(x) wiedstetig wird (die
Definition der Stetigkeit einer Funktion soll imer anderen Lektion erlautert werden).
Insgesamt heil3t das: an der Definitionslicke xistlfi(x) zwar nicht stetig, kann aber durch
den Punkt (h/{h)) stetig erganzt werden. Die Definitionsliicke wird durch diese istet
Erganzung behoben, daher der Ndrabbare Liicke

Definitionsliicken, die nicht hebbar sind, heil3etstdien x. An diesen Stellen existiert der
Funktionsgraph nicht, er ndhert sich lediglich Judikch dicht* einer zur y-Achse parallelen
Gerade x = xan, also einer senkrechtdsymptote

2.2 Nullstellen von Wurzelfunktionen

Eine beliebige Wurzel kann nur dann Null werdennmweer Radikand, also der Term unter
der Wurzel, Null ist. Ist dieser Term wiederum gatipnal oder gebrochen rational, wird wie
bereits beschrieben gerechnet.

Allerdings ist bei Wurzelfunktionen eher interessavann der Term unter der Wuré¢iner

als Null wird, denn alle geraden Wurzeln (2-te, 4-te, 6g®. Wurzel) sind in diesem Fall im
Reellen nicht definiert.

© Dieter Eiermann 2016 6



Beispiel: f(x) =+/5x—7. Die Nullstelle ist leicht zu berechnen:

Bx —=7=0 <= xzé = 1,4. Um festzustellen, wann der Radikand klehevird, setzen

wir: 5x — 7 <0 <= X <£. Daraus ergibt sich deDefinitionsbereich der

Wurzelfunktion: IDs = {XDR; X %} )

2.3 Nullstellen von Logarithmusfunktionen

Bekanntlich wird mit dem Logarithmus der Exponeintee Potenz berechnet. Aul3erdem gilt
die Definition: a° =1,a# 0. Daraus folgt: Damit der Logarithmus 0 werden kamuass der
Term innerhalb des Logarithmus 1 sein!

Beispiel: f(x) = In(4x + 5). Wir wollen die Nullstellen bechnen, also setzen wir:
INAx+5)=0 <=> 4x+5=1 <=> x=-1.

Auch bei einer Logarithmusfunktion muss beachtatiee, dass sie nicht tGberall definiert ist.
Hier gilt: log(a) ist nicht definiert fir & 0. Die Berechnung des Definitionsbereiches kann
daher ahnlich wie bei den Wurzelfunktionen erfolgeuar dass statt ,<* das Zeicheg, zu
setzen ist. Bei der obigen Funktion erhalten winrddD; = {xOR;, x>-1,2}.

2.4 Nullstellen von Exponentialfunktionen

Dies ist der mit Abstand einfachste Fall, denn déiponentialfunktion kann nur dann Null
werden, wenn die Basis bereits Null ist. Also dil) = & # 0 fur alle a# 0 und beliebige x
und f(x) = & = 0 fur a = 0 und beliebige x.

2.5 Nullstellen trigopnometrischer Funktionen

Der sicherlich spannendste Fall der Nullstellentleneng, denn wegen ihrer Periodizitat hat
jede trigonometrische Funktion unendlich viele Nidllen. Herauszufinden ist lediglich eine
dieser Nullstellen und die Periodenlange. Letztéseswinfach, wenn die trigonometrische
Funktion nicht noch mit irgendeinem Faktor verselard, der fiur eine Streckung oder
Stauchung sorgt. Ansonsten ist die Periodenlangeeinr.
Weiterhin muss bekannt sein, wann sin(x), cos(>d tam(x) Null sind, dann lasst sich eine
Menge der Nullstellen bestimmen.
Bekanntlich gilt:sin(x):—Gegenkathet, cos(x):—Ankathete und tan(x):—Gegenkathet.
Hypotenuse Hypotenust Ankathete
Stellen wir uns nun dazu ein rechtwinkliges Dreigok, in dem der Winkel x links und der
rechte Winkel dem x gegenuber liegt, so wird sdhkialr, dass sin(0°) = tan(0°) = 0 sein
muss, da dann die Gegenkathete genau O ist. Besfx)cdagegen wird die Ankathete O,
wenn der Winkel x 90° betragt, also ist auch co¥(200. Nun entspricht 0° auch 0 im

Bogenmald und 90° is;t—T (die Periodenlanger entspricht 180° im Gradmald). Daraus folgt:
sin(x) = 0, wennx[{...; =271, -1, 0; 77, 277;...} ={ XU R/ X= kerg; KO7} ,
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tan(x) = 0, wennx [{...; =277, —71,0; 77, 277;...} ={ XOR/ X= ke77, K7} und

cos(x) =0, WennxD{...;—gn;——n;—ln;—gn;...}={XD]R{ I x= 2(; 1n,kDZ}.

Beispiel: Die Nullstellen der Funktion cos(2x + 1) solleesbmmt werden. Uns ist der oben

beschriebene Sachverhalt bekannt, also setzerPwi# 1 :7—2T <=> X = T_ 1. Mit der

4 2
Periodenlanger folgt nun: f(x) = cos(2x + 1) = O fur alle

XD{...;—ZH——l;—gn——l;—ln——l;—Sn——l;...}={XDR/x: kot ]I-T——lkDZ}.
4 2" 4 24 24 2 4 2

3) Nullstellenberechnung durch Naherungsverfahren

Sind alle Ideen zur Nullstellenberechnung aufgetitgulasst sich auch Zuflucht in

Naherungsverfahren zur Nullstellenermittlung nehnm@abei muss betont werden, dass es
sich bei solchen Verfahren prinzipiell um numerescierfahren handelt, d.h. in der

Anwendung sollte zumindest ein programmierbarerchasrechner ins Spiel gebracht
werden, da ansonsten die Berechnung sehr umstianusiicclangwierig werden kann.

3.1) Die Intervallhalbierungsmethode

Um diese Naherungsmethode in Anwendung zu bringgnd eigentlich keinerlei
Vorkenntnisse notig; lediglich sollte Klarheit dagi herrschen, dass an einer Nullstelle die
Funktion in der Regel einen Vorzeichenwechsel vomi (Ausnahme: bei einem
Extrempunkt auf der x-Achse gibt es einen solchere®ichenwechselicht, das heil3t nichts
anderes, als dass diese spezielle Art der Nulsteit der hier beschriebenen Methode nicht
gefunden werden koénnte.

Gehen wir also nun von einer Nullstelle mit Vorrainwechsel der Funktion aus, d.h. einer
Nullstelle, bei der der Graph von f(x) entweder aasn Positiven ins Negative lauft oder
umgekehrt.

Zunachst mussen nun zwei x-Werte a und b ermitieltien, zwischen denen das Vorzeichen
von f(x) wechselt, also bei denen gilt: f(a) < @utb) >0 oder f(a) > 0 und f(b) < 0.

Wir halbieren das Intervall, setzen also m = 0;6(@) und berechnen f(m). Nun Gberprifen
wir, in welcher Intervallhélfte der Vorzeichenweehdiegt und setzen im Fall der linken

Halfte b = m, im Fall der rechten Halfte a = m. Balm wird wieder die Mitte bestimmt usw.

Eine Computerroutine zur Berechnungmusste etwa so aussehen:

1. Eingabe von f(x), aund b

2. m=0,5(a+Dhb)

3. Wenn (f(a) < 0 und f(m) > 0) oder (f(a) > O uifih) < 0) dann setze b =m
anderenfalls setze a=m

4. Abbruchbedingung: Ist f(m) geniigend nahe are@?Z.B. gilt: f(m) < 16 ?
Falls ja, ist die Nullstelle gefunden, setze=xm.
Falls nein, geht es wieder bei 2. weiter.

Sehr simpel, aber auch sehr langwierig. Heutigemi@dern darf diese Routine jedoch
getrost zugemutet werden, die Berechnung dirftet einmal einen Wimpernschlag dauern!
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Selbst moderne grafikfahige Taschenrechner (GTRntgh so programmiert werden und
kénnten recht schnell eine Lésung finden, dochdes$ bei diesen Rechnern bekanntlich
unnotig, da sie bereits Losungsroutinen fur dielddellenberechnung implementiert haben.
Sollte eine solche Routine jedoch ein Polynom wvegga und wir aber die Nullstellen einer
nichtrationalen Funktion berechnen wollen, kénniee ekurze Programmierung Abhilfe
schaffen.

3.2 Das Newtonverfahren

Diese Naherungsmethode verlangt bereits nach Methddr Differenzialrechnung, denn wir
mussen zur Berechnung neben der Funktion auch éddertung kennen.

Beim Newtonverfahren wird davon ausgegangen, des$ahgente an den Funktionalpunkt
eines beliebigen Startwertes x eine Nullstelle &gty die ndher an der gesuchten Nullstelle
der Funktion liegt als der Startwert.

Das bedeutet: Wir geben einen beliebigen Startveert und berechnen hierzu den
Funktionswert und die Tangente an den so erhalt@umkt von f(x). Von dieser Tangente
berechnen wir nun die Nullstelle und erhaltenedeso ndchsten Naherungswert usw. Um die
Tangente berechnen zu kénnen, bendtigen wir iteig8tg, diese entspricht der Steigung der
Funktion im Beruhrpunkt. Die Steigung der Funktlefert wiederum ihre Ableitung, in die
wir den Naherungs- bzw. Startwert einsetzen.

Rechnen wir das Verfahren einmal allgemein durch:

Xo = Startwert, gegeben f(x) und f'(x). Der erste Rwer Funktion lautet also X f(xo)), die
Steigung in diesem Punkt ist fojx Flr die Tangentengleichung gilt y = mx + b, setavir
fur die Steigung m f'(x) ein und die x- und y- Kdovate des Berthrpunktes, dann gilt bis
hierhin:

f(Xo) = f'(Xo) * X0 + b <=> b =1(x) — f'(Xo) * X0 und damit ist die Gleichung der Tangente:
t(x) = F'(Xo) * X + f(x0) — (X)) * Xo <=> t(X) = (%) (X —x) + f(Xo). Hiervon bendtigen wir
als nachsten Naherungswert die Nullstelle, alszesetvir gleich O:

; ’ f
0= (x) (x— %) + f(x0) <=> - f(x0) = F (o) (x — %) <=> _% — X%
<=> Xx= 4—%);‘;)), dabei bedeutet x den neuen Naherungswert, mit emwie vorher

mit Xo verfahren wird.
Um das Newtonverfahren zu programmierensind daher diese Schritte zu befolgen:

1. Eingabe von f(x) und f'(x) und Eingabe des Startes %. (Soll das Programm selbst
die Ableitung berechnen, kann hierdurch die Komipd¢xder Programmierung
beliebig gesteigert werden — fiur eine schnelle &arang sollte daher auf solche
Feinheiten verzichtet werden, das ist etwas fluzBfisten!)

2. X=X ——f,(XO)
(%)
3. Abbruchbedingung: Ist f(x) gentigend nahe anB), ist f(x) < 108 ?
Falls ja, ist die Nullstelle mit x gefunden und kaangezeigt werden.

Falls nein, setzepx= x und gehe wieder zu 2.
Wir erkennen, dass nach Abhandlung der Theorie s#he einfache Routine herauskommit,
die sich schnell programmieren lasst. Um Das Prograndglichst einfach zu halten, sollte
sowohl f(x) als auch f'(x) direkt in die Programmieg geschrieben werden, dann kann
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namlich auch auf eine Eingaberoutine verzichtetdeey die viel langer ware als die
eigentliche Berechnung!

Achtung: Manchmal kann der Startwert so unglnstig gewahlin, sedass das
Newtonverfahren sich ,aufhangt”, also auffallig lei@erechnungsschritte benotigt, ohne auf
eine Losung zu kommen. Das kann z.B. passierem wengewahlte Startwert sehr nahe an
einer Extremstelle liegt, die zugehorige Tangertked eine Steigung nahe 0 hat. Dem kann
entgegen gewirkt werden, indem eine einfache Zdialbke bei der Berechnung mitlauft und
eine Kontrollabfrage eingebaut wird in der Art ,Het bereits 30 (als Beispiel) Rechenschritte
gegeben? Dann besser Bescheid geben und eineriatgtartwert verlangen!”.

Das kommt zwar nicht so oft vor, ist aber auch harsgeschlossen und: sicher ist sicher!

Beispiel: f(x) =2 +* + x — 1 = 0. Diese Funktion hat nur eine nichtzahlige Nullstelle,
die nur Uber ein Naherungsverfahren berechnet \wekaen.

Wir wahlen das Newtonverfahren und berechnen daméchst die Ableitung:
F(x)=3C+2x+ 1

Fur einen Startwertoe= 1 erhalten wir: f(1) = 2 und f'(1) = 6. Die Tage ist§(x) = 6x — 4
(rote Gerade), wir erkennen: die Nullstelle dieBangente liegt ndher an der Nullstelle von
f(x) als der Funktionswert des Startwertes, diealiskélle ist unser nachster Naherungswert:

2
X1=—.

3
Nun gilt weiter: f(gjzl—l und f’(gjzl—l und damit die Tangenta(x) = :L—lx—i5
3) 27 3) 3 3 27
(grine Gerade), deren Nullstelle noch naher agesuchten Nullstelle von f(x) liegt usw.
SchlieRlich liefert das Newtonverfahren (Abbruchbgdng: f(x) < 1¢) nach 6

Rechenschritten die Nullstelle x = 0,5436890127.

| T T T T | T T T T T T T T | T T 5 T T
L y / 4
8 I r'f ]
[ f,f" _
4 — ; |
I g d
=4 = 0 * o
-8 |
I | 1 1 1 1 1 | | 1 I [ 1 I 1 L | ]
-3.0 0.0 1..5 3.0
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